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注意4．1（，一般の三角形や四角形C】マクロ要素の解

析はDouglasgrd．（1979）にみられる．

板曲げ問題はArgyrlS要素（例4．5参照）によっても

離散化できる．すべてのか∈カに対してα（β）＞1な

らば，節点補間作用素畔はArgysis有限要素空間に射

して定義可能である．あるか∈Tに対してα（β）≦1

の場合は．節点補間作用素埠は局所平均化の手法に

より構成される補間作用素に置き換えなければならな

い．いずれの場合も．評価（4．65ト（4．67）はArgyIIS有

限要素空間に対して有効である．

4．5　事後誤差評価と解析

この節では，事後有限要素誤差制御を行うために平

均化推定量や多重推定量だけでなく明示的推定量や陰

的推定量を復習する．

この節を通して．4．2．1項と4．2．2項の記号を採用

する．〟は式（4．1）の（未知の）真の解を表し　房∈予

は式（4．19）の与えられた離散解を表す．4．5．1－4．5．6項

の目的は，誤差g：＝〟一房∈Vのエネルギーノルム

l巨ル＝（d（・，・））1／2を計算可能な量で評価することで

ある．4．5．7項ではほかの誤差ノルムや目的絆し関数を

扱う．

この節を通して，0＜個l〟と仮定し．〟＝義という例

外的な状況は考慮に入れない．

4．5．1事後有限要素誤差制御の目的と概念

これからの項で，記号．有効性と信頼性の概念．残

差と誤差の定義，事後誤差制御．アダプティブアルゴ

リズムを紹介する．また．いくつか関連のある文献を

示す．

4，5．1．1誤差推定量．有効性，信頼性．漸近的

正しさ

（未知の）誤差ノルムHdl。の近似と見なされる（計

算可能な）量りは事後誤差推定量（dpO∫紀rわrfe汀Or

estima10r）または短く推定量（eslimator）という．そ

の量りは，（与えられた）離散解盃や基礎となる三角

分割はもちろん．既知の領域nとその境界「ヤ右辺

ダについてのいくつかの貴く式（4．6）．（4．13）を参照）

により定まる．

推定量車は

Ileル≦Cfe】り＋h．0，Lre】　　　　（4．68）

が成り立つとき信頼できる（re】iabIe）という．

推定景巧は

け≦Ce打Ilell。＋h．0．Le汀　　　　（4．69）

が成り立つとき有効である（e仔ICient）という．

推定量が．C柁】＝Cよで式（4・68ト（4・69）の意味で信

頼できかつ有効であるとき漸近的に正しい（asymptot－

icallyexact）という．

ここで，C，。】とC紺は，蕗の計算で基礎となる有限要

素メッシュTのメッシュサイズによらない乗法定数

で，h．0．t．は高次の項を表す．後者は一、・椴にはりや腑l。

よりはるかに小さい．しかし，通常．真の解の（未知

の）滑らかさや与えられたデータの（既知の）滑らか

さに依存している．読者は，一般に．h．口．t．は軽視でき

ないことに7主意してほしい．寓振幅の場合には，高次

項が式（4．68）や式（4．69）を支配することもある．

4．5．1．2　誤差と残差

推定量の抽象的な例は式（4．26）と式（4．27）であり．

それらは残差（4．25）の双対ノルムを含む．月：＝ダー

d（丘，うはV上の有界線形汎関数（尺∈V◆と書く）であ

ることに注意せよ．その双対ノルムは

ll鮎＝＝謂言両＝V器，「打＝llglL＜∞（4・70）

となる．2番目の等式は式（4．25）から直接成り立つ．

式（4．70）で内積雄についてCauchyの不等式を通用す

るとIl呵lv・≦llビルとなり，また，式（4．70）でV＝eと

おくと最終的にIl剰V・＝llgルが得られる．

すなわち．エネルギーノルムでの誤差（評価）は与え

られた残差の双対ノルム（の計算）と同等（equivalent）

である．さらに．これは式（4．70）で最適なV＝eを計

算したりgを求めたりすることと同等な計算努力を要

するものである．式（4．70）の証明から安定評価も得ら

れる．llgll。の近似としての尺（V）の相対誤差は

㈹11。一尺（V））lll gIl2

＝肛孟Il…レ－．j

（刷。＝1をみたすすべてのV∈Vに対して）（4．71）

に等しい．実際，llvル＝1をみたす任意のV∈Vが与

えられたとき，等式（4．71）は

ト瓜は・吊碇，訂一塩，V）
…α（V，V）＝紺一読Il：

より成り立つ．誤差評価（4．71）から（4．70）を最大に

するV（つまり，Hl貼≦1のもとで尺（Ⅴ）を最大にする

V∈V）は一意的で〟llellαに等しいことがわかる．そ

の結果．式（4．70）を最大にするVを計算することは未

知の〟‖ビル，したがって（虚が既知より）真の解〟を

計算することと同等で．実際同様な労力のかかること



24．18　反応拡散系の例

刷≦C卦柵仙硬d州

≦C．豊‖舶U）ル甘■舶十2・帆車4・70）
を得る．次にJJを評価するために，補題24．4により，

匝几－1，（Pn－J）軋．）l≦C‖項び］両肌†△軋】＝24．71）

が成立することに注意する，もし，∫乃▼】⊂∫〃ならば

左辺は0である．ん上で定義された定数関数全体への

ら（ん）射影の安定性・近似能力により．

11き一差潮k≦llPn酬′〃≦帽ル．　　（24．72）

値一瑚帖≦伊舶≦伊dr
を得る．すなわち．

l川≦Cmax
l＜〃＜JV

現「Lり〃▼】

たれ

十max H［ぴ］〃
」＜円く八丁

∑拙伽札．ll
パ＝＝】

図24．10　移動熱源問題に対する空間メッシュ

図24．11移動熱源問題の解

は濃度ベクトル，‘コ＝＝〟（方，J）は拡散係数からなる対角

（24．73）　行列しわ＝あ（方，g）は移流速度，ル）は反応モデルを表

す．また．孔＝打・∇であり，円はrの外向き単位法

線を表す．放物性の挙動は，対応する線形化双対問題

（線形化は厳密解〟に対して行う）

l・甘‾偏・可（24・74）
を結論できる．最後の項JJJの評価も剛叢である．最

後に，中の強安定性

岩岨・廿日胴

－¢－∇・（〟∇¢）一∇・（ゆふ）（nx【0，r）内）

－（′′（〟））T¢＝0

乱¢＝0　　　　　　　（rx［0，r）上）

¢（・，r）＝¢　　　　　　（n内）

（24．77）

の安定性係数の大きさによって決定されるが，それは

係数q　みや反応項の大きさに左右される．ただし．

（∇・（郎））／＝∇■（¢みJ）（f＝1，．．．，d）と表している．

●科学技術計算に携わる機械系をはじめとする理工系全般の学生から大学院生
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